Über den 
axiomatischen Aufbau einer Geometrie 
linearer Kugelsysteme. 
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Einleitung. 


Im folgenden soll versucht werden, die Geometrie 
des elliptischen Kugelgebüsches aus Axiomen auf- 
zubauen. Es soll dabei die Aufgabe sein, die Ana- 
logie, die Reye in seiner synthetischen Geometrie 
der Kugeln und linearen Kugelsysteme'!) zwischen 
den von ihm als lineare Kugelsysteme bezeichneten 
Kugelbüscheln, Kugelbündeln und Kugelgebüschen 
und den geraden Linien, den Ebenen und dem 
räumlichen Punktsystem von drei Dimensionen er- 
kannt hat, die er aber nur für die Sätze der Ver- 
knüpfung durchgeführt hat, auf die übrigen Axiom- 
gruppen zu erweitern und damit einer Anzahl Reye- 
scher Sätze — z. B. der Lehre von den Ähnlichkeits- 
punkten und der Polarentheorie — einen anderen 
Sinn zu geben. Die Axiome sollen, soweit das 
möglich ist, in der Fassung von Hilbert?) ange- 
nommen werden. 


ı) Leipzig 1879, S. 39. 
2) Grundlagen der Geometrie, 2. Aufl. Leipzig 1903. 


Ausführung. 


Wir bezeichnen als Punkte, Geraden und Ebenen 
einer geometrie bzw. die Kugeln eines elliptischen 
Kugelgebüsches, seine Kugelbüschel und Kugel- 
bündel. Alle Kugeln schneiden also eine festge- 
haltene Kugel diametral; alle Kugeln eines Büschels 
gehen je durch einen reellen Kreis und alle Kugeln 
eines Bündels je durch zwei reelle Punkte. 


Kapitel 1. 
Die Axiome der Verknüpfung. 
a) Die ebenen Axiome. 


1. Zwei voneinander verschiedene Punkte A, B 
bestimmen stets eine Gerade a. Zwei Kugeln des 
Gebüsches bestimmen eine gemeinsame Potenz- 
ebene und damit ein Büschel'), dem sie selbst an- 
gehören. 

2. Irgend zwei voneinander verschiedene Punkte 
einer Geraden bestimmen diese Gerade. Die Potenz- 
ebene ist identisch für je zwei Kugeln des Büschels. 

3. Auf einer Geraden gibt es stets wenigstens zwei 
Punkte, in einer Ebene gibt es stets wenigstens drei 
nicht auf einer Geraden gelegene Punkte. Es gibt 
sogar unendlich viele Kugeln im Büschel und 
Bündel. 


b) Die räumlichen Axiome. 


4. Drei nicht auf ein und derselben Geraden liegende 
Punkte A, B, © bestimmen stets eine Ebene @«. Drei 


ı) Reye sagt der Büschel, der Bündel. 


a 


nicht durch einen Kreis gehende Kugeln des Ge- 
büsches schneiden sich in zwei Punkten, und alle 
durch diese gehenden Kugeln bilden das Bündel, 
dem A, B, C angehören. 

ö. Irgend drei Punkte einer Ebene, ‚die nicht auf 
ein und derselben Geraden liegen, bestimmen die Ebene a. 
Ein Bündel ist durch irgend drei seiner Kugeln 
bestimmt, die nicht durch denselben Kreis gehen. 

6. Wenn zwei Punkte A, B einer Geraden a in 
einer Ebene « liegen, so liegt jeder Punkt von a in 
der Ebene «a. Wenn der Schnittkreis zweier Kugeln 
eines Büschels die charakteristischen Punkte P und 
@Q eines Bündels enthält, dann gehen alle Kugeln 
des Büschels durch diese Punkte. 

7. Wenn zwei Ebenen a, ß einen Punkt A gemein 
haben, so haben sie wenigstens noch einen weiteren 
Punkt B gemein. Wenn es eine Kugel A gibt, die 
sowohl die charakteristischen Bündelpunkte P, © 
von « als auch die von ß, P,, @. enthält, dann 
liegen diese auf einem Kreise, und durch ihn gibt 
es noch eine weitere Kugel B, die also auch durch 
alle vier Punkte P, @, P., @: geht. 

8. Es gibt wenigstens vier nicht in einer Ebene 
gelegene Punkte. Zu je drei Kugeln läßt sich stets 
noch eine vierte angeben, die ihrem Bündel nicht 
angehört. 

Folgerungen. 

1. Zwei Büschel haben, wenn überhaupt etwas, 
so eine Kugel gemein; denn hätten sie zwei oder 
mehr gemein, so wären sie nach Axiom 2 identisch. 
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2. Zwei Bündel haben, wenn überhaupt etwas, 
so ein Büschel gemein; denn haben sie eine 
Kugel gemein, so nach Axiom 7 noch eine zweite; 
diese bestimmen nach Axiom 1 ein Büschel, das 
nach Axiom 6 beiden Bündeln angehört. Mehr 
können sie aber auch nicht gemein haben; denn 
wenn zu den Kugeln des gemeinsamen Büschels 
noch eine diesem nicht angehörige Kugel käme, 
dann wären die Bündel nach Axiom 4 identisch. 

3. Ein Bündel und ein nicht in ihm liegendes 
Büschel haben, wenn überhaupt etwas, so eine 
Kugel gemein; denn hätten sie noch eine zweite 
Kugel gemein, so fiele nach Axiom 6 das Büschel 
in das Bündel. 

4. Zwei Büschel, die eine Kugel gemein haben, 
bestimmen eindeutig ein Bündel, in dem sie liegen; 
denn es sind nach Axiom 3 mindestens drei nicht 
einem Büschel angehörige Kugeln gegeben, die 
das Bündel bestimmen. 

5. In jedem Bündel gibt es mindestens drei 
Büschel; denn je zwei der nach Axiom 3 vor- 
handenen Kugeln bestimmen je ein dem Bündel 
angehöriges Büschel. 

6. Im Gebüsch bestimmen die mindestens vor- 
handenen vier Kugeln vier Bündel, die sich zu je 
zweien schneiden, also sechs Büschel definieren. 


Kapitel I. 
Axiome der Anordnung. 


a) Die linearen Axiome. 


1. Vier Punkte A, B, C, D einer Geraden zerfallen 
stets eindeutig in zwei Paare A, C und B, D, sodaß 
A, © durch B, D getrennt sind und umgekehrt, und 
zwar ist dabei das Paar A, C mit dem Paare C, A 
identisch. 

2. Wenn A und Ü zwei Punkte einer Geraden sind, 
dann gibt es immer zwei andere Punkte B und D der 
Geraden, so daß A, C und B, D sich trennen. 

Es soll dann abkürzend geschrieben werden: 
AGTBD. 

3. Fünf Punkte auf einer Geraden können immer 
in der Weise mit A, B, (, D, E bezeichnet werden, 


daß 


AC|BD 
AC|BE 
AD | BE 
AD|CE 
BD| CE 


gilt, und zwar sind bei Annahme von Je zwei dieser 
Trennungsbeziehungen ohne gemeinsames Paar die drei 


anderen festgelegt. 


b) Das ebene Axiom. 


4. Die T rennungsbeziehung bleibt durch Projektion 
erhalten. Wenn eine Punktreihe A,B, C, D....mit 
einem ihrem Träger nicht angehörenden Punkte P 
verbunden wird, und wenn es eine Gerade gibt, 
die diese Verbindungslinien PA, PB.... bzw. in 
den Punkten A, B', C,D’.... schneidet, dann 
gelten für diese dieselben Trennungsbeziehungen 
wis Tür" Ar BO Di. 


Bemerkung: Die Axiome 1 und 3 sind Hilbert, 
Grundlagen, S. 24, entnommen; hinzugefügt sind beil 
die Worte: eindeutig, und: und zwar ist dabei das 
Paar A, C mit dem Paare C, A identisch; bei 3 
die Worte: und zwar sind bei Annahme von je 
zwei dieser Trennungsbeziehungen ohne gemein- 
sames Paar die drei anderen Testgelegt. 

Der Nachweis der Unabhängigkeit und Voll- 
ständigkeit des so veränderten Axiomensystems ist 
in dieser Arbeit nicht enthalten. 

Die Gültigkeit der angegebenen Axiome in der 
(Geometrie des elliptischen Kugelgebüsches bedarf 
keines Beweises. 


Folgerungen. 


1. Aus den Annahmen des Axioms 1 folgt, daß 
das Paar B, D mit D, B identisch ist. 
| 2. Wenn AF,„BG; vier Punkte einer Geraden 
sind, so daß AB| F,G;, und F.-ı ein fünfter, so 


a 


daß AF. | F.-ıG;, dann gilt auch AB | F._ı G 
und AF, | F._-ıB; es folgt das aus Axiom 3, wenn 


man 
VEN TEBO; 


mit AB DR 


vergleicht. 

3. Wenn wieder AB | F„G;z gilt, und Fa;ı so 
liegt, daß BF, | F.+1ıG;, dann giltauch AB | F«+1% 
und AF,.ı | F.B; man vergleicht nämlich 


A 11; DH B Gs 
mit;<A BIC DE 


und schließt nach Axiom 3. 

4. Wenn wieder AB | F.G; gilt, und G,_-ı So 
liegt, daß BG; | Gs_ıF., dann giltauch AB | G;_ıF, 
und AG;-ı | BG,; man vergleicht nämlich 


Ata D Gs-ı Gr; 
mi. ADD E. 


5. Wenn wieder AB | F.G; gilt, und Gs+1 So 
liegt, daß AG; | Ga. 1ıF,., dann giltauch AB | Ge + 1F% 
und AG; | BGa +1; man vergleicht nämlich 


NER G,GH. 
mit ABCDE 


Die Existenz solcher Punkte F,_ı.. . Gg+ı wird 
durch Axiom 2 gewährleistet. 

6. Aus den eben gezogenen Folgerungen 
unter 2 und 3, daß nämlich, AF. Rz, Beung 
AF.+ı|F.B, folgt unter den gemachten Voraus- 


a eh 


setzungen AF, | F,.-ıF.+ı und AFarı | Fe-ıB, 
indem man 
A F.-ı Fa Fa+ı B 
mim AB Bde 


vergleicht. 

Daraus geht hervor, daß F._-ı und F,;ı nicht 
identisch sein können. 

7. Aus den Folgerungen unter 4 und 5, daß 
nämlich AGz-ı IBG; und AG; | BGs4ı, folgt 
AG; | Gs--ı Ga+ı und AGz-ı | BG;z-+1, indem man 


A B Gs-ı G; G3+1 
mia Da DE 


vergleicht Auch dies ist nur dadurch möglich, 
daß G;>-ı und Gz,ı verschiedene Punkte sind. 


Definition. 

Wir wollen jetzt sagen, daß die Punkte F die 
Strecke AB ohne G; und die Punkte G die Strecke 
AB ohne F, bilden. 

Wir können nämlich das eben Gewonnene in 
folgender Form aussprechen: 

Zwei verschiedene Punkte F sind durch A und 
B nicht getrennt. 

Zwei verschiedene Punkte @ sind durch A und 
B nicht getrennt; wir bewiesen nämlich 


DB AN RTEBSADOF AR ENT, B, 
ebenso | 


AG;-ı | BG;, AG; | BG341 und AG;-ı | B4z4 1. 


ee 


Ebenso gilt offenbar: 

Jedes F ist von jedem G durch A und B ge- 
trennt. 

Die Strecke AB ohne G; ist mit der Strecke 
AB ohne G, identisch. 

Die Strecke AB ohne F, ist mit der Strecke AB 
ohne F, identisch. 


Definition. 

Die Punkte #.:1, für die gsi: AB RG 
AF, | F._-ı & sollen als Punkte einer Teilstrecke 
von AB ohne G bezeichnet werden. 

Dann gilt: 

8. Punkte von Teilstrecken von AB ohne @ 
sind auch Punkte von AB ohne G. 

9. Jede Strecke AB ohne G zerfällt durch 
einen Punkt F, (AB|F,.G) in zwei Teilstrecken, 
und jeder Punkt F,_ı der einen ist von jedem 
Punkte F,+ı der anderen verschieden. 

10. Wendet man diese Sätze auf die Strecke 
AF, ohne G an, dann folgt, daß sie durch ein 
F.-ı (AF, | F._ı @) in zwei Strecken geteilt wird, 
die je mindestens noch einen Punkt besitzen. Ein 
solcher gehört der Strecke AF, ohne G an, ist 
folglich von jedem F,„.,ı verschieden, und da er 
als Punkt von AB ohne G auch von jedem G ver- 
schieden ist, so ist er ein neuer Punkt. 

11. Durch Fortsetzung dieser Streckenteilung 
erkennt man, daß die Zahl der Punkte auf einer 
Geraden eine unendlich große ist. 


SEE A 


12. Wir wollen jetzt die Punkte bezeichnen 
y% mit 7% 


RZ 
F. te 
en “ Pekı 
-B E F.+2 
G-ı ie Fa+3 
BE FR 2. 
G3+1 2 Fars 


dann ergeben sich die Beziehungen: 


Koss E; | Dar, Ber ı 
Kiss Fa | 18 Far2 usf. 
bis Basis Bus Kuala: 


Ebenso kann man aber auch schreiben: 


a Bars Boys usf. 
bis Eos ur url Ks 


Wir sagen daher, daß die unendlich vielen 
Punkte einer Geraden sich in zweifachem Sinne 
durchlaufen lassen, und daß man in beiden Fällen 
zum Ausgangspunkte zurückkehrt. 

13. Es gibt unendlich viele Geraden einer 
Ebene; man erkennt es, indem man einen Punkt 
außerhalb einer Geraden g, den es ja gibt, mit 
allen Punkten von g verbindet. 

14. Es gibt unendlich viele Ebenen im Raum; 
man erkennt es, indem man alle Geraden einer 
Ebene mit einem ihr nicht angehörenden Punkte 
verbindet, den es ja gibt. 
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Die unendlich große Zahl der Kugeln, Büschel 
und Bündel eines Gebüsches sowie die zyklische 
Anordnung der Kugeln im Büschel ist damit ab- 
geleitet. 

Für die bisher aufgestellten Axiome und Sätze 
kann jede Kugel durch ihren Mittelpunkt ersetzt 
werden, wobei auch der unendlich ferne Punkt 
jeder Geraden als eigentlicher Punkt erscheint. 
Hätte man nun eine Potenzkugel mit positivem 
oder verschwindendem Radius dem Gebüsch zu- 
grunde gelegt, so würde jedem Punkte als Mittel- 
punkt wieder eindeutig eine Kugel des Gebüsches 
entsprechen, deren Radius allerdings Null oder ima- 
ginär sein kann. Aber wenn man solche Kugeln zu- 
läßt, so folgt, daß auch für die Geometrie des hyper- 
bolischen und parabolischen Gebüsches die aufge- 
stellten Axiome der Verknüpfung und Anordnung 
gültig bleiben. Dagegen wäre es nicht möglich, 
unter Ausschluß der imaginären Kugeln die Axiome 
von Hilbert als gültig zu erweisen; denn sowohl 
dem hyperbolischen als parabolischen Gebüsche 
gehören elliptische Büschel in beliebiger Zahl an, 
und für die Dreiecke, die aus je dreien von ihnen 
gebildet werden, gilt eben das Axiom von Pasch 
nicht. 


Kapitel III. 


Das Axiom der Niehtexistenz 
uneigentlicher Punkte. 


Je zwei Geraden einer Ebene schneiden sich in 

einem eigentlichen Punkte. 

Das Axiom ist erfüllt; denn je zwei Büschel- 
kreise, die zwei Bündelpunkte gemein haben, 
lassen sich durch eine Kugel des Gebüsches ver- 
binden. 

Folgerungen. 

1. Es schneiden sich je zwei Ebenen « und ß. 
Zum Beweise wählt man in « einen PunktP und 
in $ einen Punkt@ und legt durchP@ eine belie- 
bige Ebene, die « und $ in zwei Geraden schneidet, 
die ganz in « und £ liegen, deren Schnittpunkt 
also ein gemeinsamer Punkt von « und $ sein muß. 
Unter Hinzunahme von Kapitel I Folgerung2 er- 
gibt sich aber, daß je zwei Bündel stets genau 
ein Büschel gemein haben. 

2. Eine beliebige Ebene wird von jeder Ge- 
raden geschnitten, wie man erkennt, indem man 
durch die Gerade eine beliebige Ebene _ legt. 
Unter Hinzunahme von KapitelI Folgerung 3 er- 
gibt sich also, daß jedes Bündel mit jedem ihm 
nicht angehörenden Büschel genau eine Kugel ge- 
mein hat. | | 


Kapitel IV. 


Die Grundgebilde der projektiven 
(Geometrie. 


1. Alle Punkte einer Ebene werden von einem 
der Ebene nicht angehörenden Punkte aus durch 
ein Strahlenbündel projiziert. Ein solches ist hier 
dargestellt durch alle Kreise des Gebüsches auf 
einer seiner Kugeln und ist demnach ein „Kreis- 
bündel“'!). So ergibt sich: „Ein Kugelbündel wird 
von jeder nicht in ihm enthaltenen Kugel oder 
Ebene in einem Kreisbündel geschnitten.“ 

2. Alle Geraden einer Ebene werden von einem 
der Ebene nicht angehörenden Punkte aus durch 
ein Ebenenbündel projiziert, das sich hier durch 
die Punktpaare eines Gebüsches, die mit dem 
Zentrum des Gebüsches in einer Geraden liegen, 
dargestellt. Reye nennt diese: „Punktpaare eines 
Kreisbündels.*“ Da sich nun nach Axiom I 7 je 
zwei Ebenen eines Ebenenbündels in einer Geraden 
schneiden, so erhalten wir das Geradenbündel 
eines Punktes durch den Schnitt je zweier Ebenen 
seines Ebenenbündels. Also ergibt sich: „Zwei 
beliebige Punktenpaare des Kreisbündels können 
allemal durch einen Kreis desselben verbunden 
werden.“ 


!) Hier und im folgenden Reye $ 6. 


ga Laer 


3. Zwei Ebenen « und $ schneiden sich nach 
Axiom III stets in einer Geraden g. Wenn also 
von einem außerhalb gelegenen Punkte die Punkt- 
felder von « und £ projiziert werden, so schneiden 
sich die beiden Geradenbündel in einem Geraden- 
büschel. Die Projektionen von zwei Kugelbündeln 
von einer außerhalb gelegenen Kugel aus sind 
nun hier zwei verschiedene Kreisbündel unseres 
Gebüsches auf dieser Kugel. Deren gemeinsame 
Kreise bilden mithin das, was Reye ein Kreis- 
büschel nennt; denn „dieses besteht aus allen 
Kreisen, welche zwei Kreisbündeln einer Kugel oder 
Ebene zugleich angehören“. Durch den Geraden- 
büschel geht nun jedes Geradenbündel, das das 
Punktfeld einer beliebigen durch g gehenden Ebene 
projiziert; also gehen durch ein Kreisbüschel un- 
endlich viele Kreisbündel. 

4. Nach Axiom III wird jeder Strahl eines 
Strahlenbüschels von einer ihm nicht angehörenden 
Geraden seiner Ebene in einem Punkte geschnitten. 
Die Kugeln, die einen beliebigen Punkt mit den 
Kreisen eines Kreisbüschels verbinden, schneiden 
sich in einem Kreise. 

5. Ebenso wird das Strahlenbündel eines Punktes 
von jeder den Punkt nicht enthaltenden Ebene in 
einem ebenen Felde geschnitten. Dies ist der Sinn 
des Satzes bei Reye: „Die Kugeln, welche einen 
beliebigen Punkt M mit den Kreisen eines Kreis- 
bündels verbinden, schneiden sich in noch einem 


Punkte N.“ 
Sch. 2 
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6. Die Punkte einer Ebene werden von jedem 
von ihnen durch ein Strahlenbüschel, die des 
Raumes durch ein Strahlenbündel projiziert: „Durch 
einen Kreisbündel ist das ihn enthaltende Kugel- 
gebüsch völlig bestimmt.“ 
| 1. Das Axiom III gestattet auch, den Satz des 
Desargnes ohne Einschränkung zu beweisen: Wenn 
zweimal drei Kugeln so liegen, daß die Schnitt- 
linien von je zwei entsprechenden Kreise einer 
Kugel sind, dann schneiden sich diejenigen drei 
Kugeln in einem Kreise, von denen jede sowohl 
durch den Schnittkreis eines Paares der ersten 
drei Kugeln, als auch durch den des entsprechenden 
Paares der anderen drei Kugeln geht. 

8. Ebenso folgt in bekannter Weise die Ein- 
deutigkeit des harmonischen Doppelverhältnisses, 
wie es durch das vollständige Vierseit definiert 
wird. 


Die auf diese Weise zu definierenden harmoni- 
schen Kugeln eines Kugelbüschels und die sie proji- 
zierenden harmonischen Kreise eines Kreisbüschels 


SOON. 


stimmen mit den bei Reye!) in anderer Weise defi- 
nierten überein Es folgt nämlich in bekannter 
Weise aus den Axiomen, daß vier harmonische 
Punkte von jedem ihrer Geraden nicht angehörigen 
Punkte aus durch vier harmonische Strahlen proji- 
ziert werden, und daß diese wieder von jeder sie 
schneidenden Geraden in vier harmonischen Punkten 
geschnitten werden. Es geschieht das also auch 
durch das dem betreffenden Bündel angehörige 
Büschel unendlich großer Kugeln. Also: „Vier 
Kugeln eines Kugelbüschels bestimmen entweder 
mit keiner oder mit jeder dem Büschel nicht an- 
gehörenden Kugel vier harmonische Potenzebenen 
und sollen im letzteren Falle vier harmonische 
Kugeln heißen.“ 

Wenn man auch hier die Fälle der Geometrie 
des hyperbolischen und parabolischen Gebüsches 
zulassen will, so ist dies offenbar möglich, weil 
wieder jede Kugel eindeutig umkehrbar durch ihren 
Mittelpunkt ersetzt werden kann, nachdem die 
Potenzkugel vorgegeben ist. Es kann dabei aber 
vorkommen, daß ein Büschel durch ein Büschel- 
büschel projiziert wird, dessen Elemente hyper- 
bolische, parabolische und elliptische Kugelbüschel 
nebeneinander sind, wobei von parabolischen nur 
höchstens zwei da sein können. Zu einer solchen 
Verschiedenheit der Strahlen eines Strahlenbüschels 
fehlt das Euklidische Analogon. Daher fehlt ein 


1) 8.47. 
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solches auch zu dem daraus abzuleitenden Satze'): 
„Eine beliebige Kugel oder Ebene berührt höchstens 
zwei Kugeln eines nicht durch sie gehenden Kugel- 
büschels“, und dessen Folgerungen. 


Kapitel V. 
Die Kongruenz. 


1. Das Prinzip der Abbildung. 


Durch die zu wählende Abbildung muß jede 
Kugel in eine Kugel übergeführt werden, die 
Potenzkugel muß in sich selbst übergehen, und es 
muß die durch Spiegelung erhaltene neue Kugel 
wieder zum Gebüsch gehören, also die imaginäre 
Potenzkugel wieder senkrecht durchschneiden. 
Alles dieses leistet die hyperbolische Spiegelung 
durch reziproke Radien an Kugeln des Gebüsches 
selbst. Dadurch wird in der Tat das Gebüsch 
nicht verlassen, und es gehen Büschel in Büschel 
und Bündel in Bündel über. Ferner ist diese Ab- 
bildung winkeltreu. Da nun also der Winkel 
zweier gespiegelten Kugeln im neuen Büschelkreise 
derselbe ist wie der der zu spiegelnden in ihrem 
Kreise, und da ferner die Lage einer Kugel in 
einem Büschelkreise gegen eine andere solche 


!) Reye, S. 49. 
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durch den Winkel gegen diese unter Voraussetzung 
einer Drehungsrichtung vollständig bestimmt ist, 
so soll der Abstand zweier Kugeln im Büschel 
durch den Winkel, den sie im gewöhnlichen Sinne 
bilden, definiert werden. Die Spiegelung hat dann 
die Eigenschaft, Abstände kKongruent zu übertragen. 
Weiter gehen zwei Büschelkreise einer Kugel durch 
die Spiegelung in zwei Büschelkreise einer neuen 
Kugel über, die sich unter denselben Winkeln 
schneiden wie die alten. Da nun im Bündel auf 
einer Kugel ein Büschelkreis gegen einen anderen 
vollständig durch die Winkel beider festgelegt ist, 
so soll der Winkel zweier sich schneidender Büschel 
durch den im gewöhnlichen Sinne gemeinten Winkel 
der Büschelkreise auf der sie verbindenden Kugel 
definiert werden. Die Abbildung hat dann die 
Eigenschaft, Winkel kongruent zu übertragen. 
Endlich verändert die Spiegelung die gegenseitige 
Lage der Teile einer gespiegelten Figur nicht. 
Wenn wir daher als kongruent Strecken, Winkel 
oder Figuren bezeichnen, die durch Spiegelung im 
angegebenen Sinne ineinander übergehen, so gelten 
alle Hilbertschen Axiome der Kongruenz. 


2. Die Axiome der Kongruenz. 
a) Die linearen Axiome 
1. Wenn A, B zwei Punkte einer Geraden a sind 
und auf ihr ein Fortschreitungssinn festgesetzt ist, in 
dem von A nach B die Strecke AB durchlaufen werden 
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soll, und wenn A’ ein Punkt auf derselben oder einer 
anderen Geraden a’ ist, und wenn auch von ihm aus 
ein Fortschreitungssinn festgesetzt ist, dann gibt es auf 
a einen und nur einen Punkt B' so, daß die Strecke 
AB der Strecke A'B' kongruent oder gleich ist. 

Man kann stets eine Kugel finden, die eine 
gegebene in einem gegebenen Kreise unter einem 
gegebenen und in gegebenem Sinne abzutragenden 
Winkel schneidet. 

Jede Strecke ist dabei sich selbst kongruent. 

Es gibt in der Tat eine Spiegelung, die von 
zwei Kugeln A und B jede in die andere überführt. 

2. Wenn eine Strecke AB sowohl der Strecke A'B' 
als auch der Strecke A" B" kongruent ist, so «st auch 
AB der Strecke A"B” kongruent. 

Zwei Winkel zwischen Kugeln, die durch 
Spiegelung aus demselben dritten hervorgegangen 
sind, lassen sich auch ineinander spiegeln. 

3. Es seien AB und BÜ zwei Strecken ohne ge- 
meinsame Punkte auf der Geraden a und ferner AB’ 
und B'Ü' zwei Strecken auf derselben oder einer 
anderen Geraden a’ ebenfalls ohne gemeinsame Punkte; 
wenn dann AB=A'B' und BÜ=B'Ü ist, so ist 
auch stets AU=A'ÜC". | 

Auch dies gilt für die Winkel der Kugeln im 
Büschel. 

b) Die ebenen Axiome. 

4. Wenn h und k zwei Strahlen eines Punktes O 

in einer Ebene @ sind und wenn der eine ihrer Winkel 


ausgewählt ist, und wenn in einer anderen Ebene «' 


eine Gerade h', auf ihr ein Punkt O' und um ihn ein 
Drehungssinn gegeben ist, dann läßt sich eindeutig 
eine Gerade h' durch O' in « finden, so daß A (h,k) = 
AIRES st: 

Wenn h und k zwei Büschelkreise eines 
Bündels « auf einer seiner Kugeln OÖ sind, und wenn 
ein Sinn festgesetzt ist, in dem die Drehung von 
h in k gemessen werden soll; wenn ferner OÖ’ eine 
Kugel eines anderen Bündels « ist und auf ihr 
ein Büschelkreis h und ein Drehungssinn gegeben 
sind, dann läßt sich auf O’ in «' ein und nur 
ein k' angeben, so daß der Winkel h,k dem 
Winkel h‘, k' kongruent ist. 

Dabei vst jeder Winkel sich selbst kongruent. 

Es gibt eine Spiegelung, die gleichzeitig h in k 
und k in h spiegelt. 

5. Wenn ein Winkel (h, k) sowohl dem Winkel (h', k‘) 
als auch dem Winkel (h", k") kongruent ist, so ist auch 
der Winkel (h', k) dem Winkel (h’, k') kongruent. 

Zwei Winkel zwischen Büschelkreisen, die durch 
Spiegelung aus demselben dritten hervorgegangen 
sind, lassen sich auch ineinander spiegeln. 

Erklärung. Es seien A,B,C drei nicht einem 
Büschel angehörige Kugeln eines Bündels; dann 
sei durch Kugeln X und Z eine Strecke BC mit X 
und eine Strecke AB mit Z festgelegt. Es sei dann 
OÖ die Schnittkugel der Büschel OZ und AX, Y 
diejenige von BO und AC; dann kann Y weder 
mit A noch ..mit C zusammenfallen. Es sollen 
dann AB mit Z, BC mit X und CA mit Y Seiten 
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des gewählten Dreiecks ABC heißen. Die Drehung, 
die auf A den Kreis AC in den Kreis AB über 
Kugeln der Strecke BC mit X überführt, soll als 
Winkel @ definiert und dieser als der Seite BC 
gegenüberliegend und als den Seiten AB und AC 
anliegend bezeichnet werden. Entsprechend sollen 
die Winkel 8 auf B und y auf C definiert sein. 


Die Figur ist für den möglichen Fall unendlich großer Kugeln 
gezeichnet. 


Demnach bestimmen 3 Kugeln 4 Dreiecke in 
ihrem Bündel. 
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6. Wenn für zwei Dreiecke ABC und A'’BÜ' die 
Kongruenzn AB=AB, AC=4'(C, BAC= 
A B’A'C' gelten, dann sind auch stets die Kongruenzen 
4AABC=xABÜC und a4ACB=xACB 
erfüllt. 

Wenn von drei Kugeln zwei mit einer dritten 
entsprechend gleiche Winkel bilden wie zwei andere 
Kugeln mit einer anderen dritten, und wenn der 
Winkel der Büschelkreise des ersten und zweiten 
Paares in beiden Tripeln übereinstimmt, dann 
stimmen auch die Winkel der Kreise von je zwei 
anderen Paaren in beiden Tripeln überein. 


3. Das Verfahren, kongruente Strecken abzutragen 
und kongruente Winkel anzutragen. 


Soll eine Strecke AB eines Büschels a in eine 
Strecke A’'B’ eines anderen Büschels a’ gespiegelt 
werden, wobei B zu finden ist, dann bringt man 
aa zum Schnitt und sucht die Kugel, die auf der 
a und a gemeinsamen den Büschelkreis a in den 
Büschelkreis a überführt. Dadurch gehen A und 
B über in zwei neue Kugeln A” und B’ unter 
denselben Winkeln wie A und B. Dann hat man 
an einer der Ähnlichkeitskugeln von A’A” das eine 
in das andere und damit B” in das gesuchte B’ 
zu spiegeln. Die gewünschte Fortschreitungs- 
richtung in &° entscheidet über die Wahl des 
einen oder des anderen Ähnlichkeitspunktes von 
AA”, 
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Bei diesem Verfahren wird eine Kugel C, die 
im vorgeschriebenen Sinne zwischen A und B liegt, 
in eine Kugel C’ zwischen A’ und B’ so gespiegelt, 
wie es das Axiom 3 verlangt. 

Wenn eine Kugel in eine andere gespiegelt 
wird, so gehen wegen der Winkeltreue der Ab- 
bildung zwei Büschelkreise der ersten in zwei 
solche der zweiten über, die sich unter demselben 
Winkel schneiden. 

Sollen zwei Büschelkreise a und b einer KugelK 
so in zwei andere a und b derselben Kugel ver- 
wandelt werden, daß a auf a fällt, und daß in 
einem vorzuschreibenden Sinne X (a,b) = A (a,b) 
ist, dann geschieht das durch Spiegelung an einer 
der Kugeln, deren Zentrum ein Ähnlichkeitspunkt 
der beiden die gegebene Kugel in a und a’ unter 
rechten Winkeln schneidenden Kugeln ist. Da 
nämlich die neuen Büschelkreise a und b’ auch auf 
der Kugel K liegen müssen, so muß die spiegelnde 
Kugel die gegebene Kugel K senkrecht durch- 
schneiden. Jede solche spiegelt aber auch alle 
Kugeln, die K schneiden, in solche, die es wieder 
unter gleichen Winkeln tun. Legt man umgekehrt 
durch a und a Kugeln K', K" senkrecht zu K und 
spiegelt die eine in die andere, so gehört jede der 
beiden für diese Spiegelung möglichen Kugeln dem 
Büschel K'K’” an und steht demnach senkrecht auf 
K. Durch jede geht also K in sich selbst, a in a’ 
und b in ein b über, so daß X (a,b) = X (a,b) ist. 
Die Entscheidung über eine der beiden möglichen 
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Spiegelungskugeln wird durch die Richtung be- 
stimmt, in der der gegebene Winkel an a’ an- 
getragen werden soll. 

Ein spezieller Fall des vorigen ist es, wenn auf 
derselben Kugel ein Büschelkreis b’ so gefunden 
werden soll, daß A (b,a)= « (a,b) wird; man 
spiegelt dann an der Kugel des Büschels «, die 
die gegebene Kugel senkrecht durchschneidet. 


Folgerungen aus den Axiomen 
der Kongruenz. 


Nachdem gezeigt worden ist, daß alle Hilbert- 
schen Axiome der Kongruenz in der vorliegenden 
Geometrie gelten, übertragen sich auch alle von 
Hilbert daraus gezogenen Folgerungen ohne Ein- 
schränkung. 

1. Im besonderen darf auch hier ein Winkel, 
der seinem Nebenwinkel kongruent ist, als rechter 
Winkel bezeichnet werden. Daß es Winkel gibt, 
auf die diese Definition anwendbar ist, erkennt 
man z.B. auf folgende Weise'): Gegeben sei ein 
Büschel a und eine ihm nicht angehörige Kugel O. 
Man wählt im Büschel a eine beliebige Kugel A 
und bringt sie in einem Büschel b zum Schnitt 
mit O, spiegelt dann an der — im gewöhnlichen 
Sinne — zu A senkrechten Kugel des Büschels a 


) Hierdurch soll ein Beispiel gegeben werden für den 
Wortlaut der Sätze ohne Benutzung der eingeführten Ab- 
kürzungen aus der Geometrie der Punkte und Geraden. 
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den Büschel b in einen neuen b und sucht auf 
diesem die Kugel OÖ‘, die mit A denselben Winkel 
bildet, wie es O mit A tut. Diese schneidet dann 
O in einem Büschel, das senkrecht auf a steht. 


2. Aus den bisher aufgestellten Axiomen folgt 
bekanntlich, daß die Winkelsumme im Dreieck 
größer als zwei Rechte ist. In der Tat ist dies 
bei der festgesetzten Definition eines Dreiecks in 
vorliegender Geometrie der Fall. Zum Beweise 
ersetzen wir jeden der drei Büschelkreise eines 
Dreiecks durch seine Tangente im Bündelpunkt 
und bezeichnen den Nebenwinkel von 8 mit £'. 
Dann ist 

a+y=f-+s5 
wog >0 
ee eh) 
folglich 
e@ Br Yr =2RrE 

3. Die Ähnlichkeitspunkte. 

Es folgt aus der Gültigkeit der Kongruenzsätze, 
daß die Verbindungslinie der Spitzen zweier gleich- 
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schenkliger Dreiecke über derselben Basis auf 
dieser senkrecht steht und sie halbiert. Damit 
wird die Aufgabe lösbar, eine Strecke zu halbieren. 
Da nun zwei Punkte A und B auf ihrer Geraden 
zwei Strecken definieren, so muß es auch zwei 
Halbierungspunkte geben. In jedem Büschel gibt 


es also zu je zwei Kugeln zwei andere, die die 
gegebenen unter demselben Winkel schneiden, die 
mithin die beiden ineinander spiegeln. Ihre Mittel- 
punkte sind demnach die Ähnlichkeitspunkte der 
beiden gegebenen Kugeln. Also: 

Zwei Kugeln bestimmen Zwei Kugeln bestimmen 
im Büschel zwei Strecken, , immer zwei Ahnlichkeits- 
von denen jede eindeutig | punkte. 


einen Halbierungspunkt be- 
sitzt. 
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4. Die Spiegelung eines Büschelkreises der 
einen von zwei Kugeln A, B an der Kugel eines 
Ähnlichkeitspunktes beider bedeutet demnach die 
Antragung desselben Winkels an AB inA und an 
BAimB. 

Demnach ist der Satz: Ein „Es läßt sich durch zwei 
Dreieck mit zwei gleichen | inverse Kreise stets eine zum 
Winkelnistgleichschenkelig, Gebüsch gehörige Kugel 
die Übersetzung des neben- | legen, die die Träger der in- 


stehenden BReyeschen in | versen Kreise unter gleichen 
unsere Geometrie. Winkeln schneidet.“') 


5. Ebenso sind folgende Sätze Übersetzungen 
voneinander: 


Im gleichschenkligen Drei- Wenn zwei Kugelnk und 
eck sind die Basiswinkel |; k, von einer dritten y unter 
gleich; es folgt das eben- | gleichen Winkeln geschnitten 
falls aus den hier gültigen | werden, so bilden ihre beiden 
Axiomen. Schnittkreisek undk, gleiche 
Winkel mit dem Schnittkreis 
k k,; oder — wie Reye sagt?) 
— „sie liegen invers be- 
züglich eines Ähnlichkeits- 
punktes von k und k,“. 


6. Es sei ABÜ ein Dreieck, N die Mitte von AB, 
M die von AC; es sei ferner BB,LMN, dann trage 
man Winkel NBB, an AN in A an, sein freier 
Schenkel schneide MN in A,; ferner trage man 
Winkel MAA, anCM in Can, sein freier Schenkel 
schneidet MN in C,, dann folgt, daß Dreieck NBB, 


1) Reye, 8.52. 
?) Reye, S. 52. 
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kongruent dem Dreieck NAA, und Dreieck CO,M 
kongruent dem Dreieck AA,M ist, daß mithin CC, 
gleich AA, gleich BB, ist. Legt man jetzt durch 
B irgendeinen Strahl, der MN in N’ schneidet, 
und verlängert BN’ um sich selbst bis A’, trägt 
ferner Winkel N'BB, an A'N’ in A’ an, wobei A'/, 


der Schnittpunkt des freien Schenkels mit MN sei, 
halbiert endlich A\,C, in M’ und verbindet CM’ 
und M'A',, dann ist Dreieck BB,N kongruent dem 
Dreieck A’A',N, folglich -A’A, gleich BB, gleich 
CC,, ferner Dreieck A, A M' kongruent dem Dreieck 
CO,M', also A'M’C eine Gerade und in M’ halbiert). 


!) Ähnlich schließt Vahlen zu anderem Zwecke: Ab- 
strakte Geometrie, Leipzig 1905, S. 256. 
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Würde man nun das Dreieck BA C gleichschenklig 
gewählt haben (BA’ gleich CA’), so ergibt sich aus 
Gründen der Symmetrie, daß der Schnittpunkt von 
CB und MN ein Mittelpunkt von CB sein muß. 
Wir erhalten daher folgenden Satz: 


Wenn man die Mitten Wenn drei Kugeln ge- 


zweier Seiten eines Dreiecks 
verbindet, dann liegt auf 
dieser Geraden auch ein 
Mittelpunkt der dritten Seite. 


geben sind und drei andere 
gefunden, von denen jede 
zwei der gegebenen unter 
gleichen Winkeln schneidet, 


so liegen die gefundenen in 
einem Büschel. Oder nach 
Reye'): „Die sechs Ähnlich- 
keitspunkte von drei Kugeln 


liegen zu dreien in vier 
Geraden.“ 
1. Da sich je zwei Geraden einer Ebene 


schneiden, so müssen es auch je zwei Lote einer 
Geraden tun. Es seien a und b inB und A senk- 
recht auf g in derselben Ebene, ihr Schnittpunkt 
sel F. 

Das Dreieck ABP sei durch die inneren Punkte Y 
von b, Z von a und — daraus folgend — X 
von AB definiert; dasselbe besitzt zwei gleiche 
Winkel und ist daher gleichschenklig; folglich AP 
gleich BP. Da dies nun zwei beliebige Lote sind, 
so folgt, daß alle in einer Ebene liegenden Lote 
einer Geraden gleich lang sind. 

8. Verlängert man jetzt PA und PB, dann 
gibt es noch ein zweites Dreieck APB mit den 


1) Reye, S. 53. 
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Seiten AB mit X, AP ohne Y und BP ohne Z. 
Nach Kongruenzsatz 2 ist aber dieses zweite Drei- 
eck dem ersten kongruent, folglich BP mit Z kon- 
gsruent BP ohne Z, und AP mit Y kongruent AP 
ohne Y. Jede dieser Geraden ist demnach doppelt 
so lang wie die gemeinsame Lotlänge, die in der 
betreffenden Ebene zu g gehört. 
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9. Da alle Lote einer Geraden einer Ebene 
gleich lang sind, so läßt sich zeigen, daß auch die 
Lote einer beliebigen Geraden g, in beliebiger Ebene 
denen der Geraden g in der zuerst angenommenen 
Ebene gleich sind; es lassen sich nämlich auf g, 
zwei Lote zeichnen, deren Fußpunkte den Abstand 
AB mit X besitzen, so daß die entstandene Figur 
dem Dreieck APB kongruent ist. Demnach er- 


gibt sich der Satz: 
Sch. 3 


Alle Geraden des Raumes 
sind von endlicher und glei- 
cher Länge. 
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Und ferner der Satz: 


Die in einer Ebene lie- 
genden Lote einer Geraden 
schneiden sich in einem 
Punkte. 


Jedes Büschel wird voll- 
ständig durchlaufen, wenn 
man eine seiner Kugeln im 
Büschelkreise um 180° dreht. 


Für jedes Büschel gibt es 
in jedem hindurchgehenden 


ı Bündel eine dem Gebüsch 


angehörige Kugel, die alle 
Büschelkugeln unter 90° 
schneidet, und die so liegt, 
daß die Büschelkreise, die 
sie mit je einer Kugel des 
Büschels bestimmt, auf dem 
charakteristischen Kreise des 
gegebenen Büschels senk- 
recht stehen. 


Kapitel VI. 


Der Kreis. 


Wir sahen, daß in einem Dreieck mit zwei 
rechten Winkeln die Gegenseiten dieser Winkel 
je. gleich der: Hälfte. einer! Geraden sind.” Wenn 
umgekehrt die Schenkel eines gleichschenkligen 
Dreiecks gleich !/, Gerade sind, dann müssen die 
Basiswinkel je gleich einem Rechten sein; denn 
das Dreieck APB ist dann dem anderen Dreieck 
APB, was dieselbe Seite AB besitzt, kongruent. 
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Wenn nun in einem gleichschenkligen Dreieck 
die Schenkel ungleich !), Gerade sind, so ist jeder 
Basiswinkel ungleich einem Rechten. Denn es sei 
AUB ein solches Dreieck, AC gleich BC ungleich 
', Gerade. Errichtet man dann auf AB in A und 
B Lote, die sich in P schneiden, dann kann P nicht 
mit C zusammenfallen, folglich Winkel BAC auch 
nicht mit dem Winkel BAP. 
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Wir bezeichnen nun die Gesamtheit aller Punkte 
einer Ebene, die von einem ihrer Punkte gleichen 
Abstand haben, als einen Kreis, jeden dieser Ab- 
stände als Radius. 

1. Es sei OÖ der Mittelpunkt, A und B zwei 
Punkte des Kreises, und es sei der Radius un- 
gleich !, Gerade. Dann liegt auf AB kein weiterer 
Punkt des Kreises. 


Denn angenommen, C sei noch ein solcher 
Punkt, dann wären die Dreiecke COA, AOB und 
COB gleichschenklig, folglich jeder ihrer Basis- 
winkel seinem Nebenwinkel gleich, was die ge- 
machte Annahme ausschließt. 


So erhalten wir den Satz: 


Ein Kreis, dessen Radius 
ungleich !/, Gerade ist, ist 
eine Kurve zweiter Ordnung. 


Die Mittelpunkte aller 
Kugeln eines Bündels, die 
eine seiner Kugeln unter 
demselben von 90° verschie- 
denen Winkel schneiden, 
liegen auf einem Kegel- 
schnitt. 


2. Da sich jede Strecke noch in Teilstrecken 
zerlegen ließ, so erkennt man, daß es ein System 
von drei aneinanderstoßenden Strecken einer Ebene 
gibt, von denen zwei einander gleich sind, und 
die dritte eine Teilstrecke von jeder angebbaren 
Strecke ist. Diese Figur läßt sich kongruent auf 


den Kreis übertragen. 


Dann ergibt sich: 


Auf dem Kreise gibt es DieKugeln einesBündels, 
zu jedem Punkt nach jeder | die eine festgehaltene unter 
Richtung einen anderen so, | einem von 90° verschiedenen 
daß die eine der auf ihrer | Winkel schneiden, werden 
Verbindungslinie definierten | von einer Cyklide eingehüllt, 
Strecken eine Teilstrecke | die eine Schar von kreisför- 
von jeder angebbaren | migen Krümmungslinien be- 
Strecke ist. Eine solche Ver- | sitzt.!) 
bindungslinie soll Tangente 
heißen. 


3. Daraus folgt: 


Jezwei Tangentenschnei- | Es lassen sich je zwei 
den sich in einem Punkte. Krümmungslinien durch eine 
‚Kugel verbinden.?) 


4. Wenn anderenfalles der Radius eines 
Kreises gleich !/; Gerade ist, dann stehen nach dem 
oben abgeleiteten Satze je zwei Radien auf der 
zugehörigen Sehne senkrecht. Also folgt: 


Ein Kreis mit dem Radius Die Kugeln, die eine ge- 
gleich '/, Gerade, ist eine | gebene im Bündel unter 
Gerade. rechten Winkeln schneiden, 


bilden ein Büschel. 


5. Das auf Seite 25 angegebene Abtragungs- 
verfahren. kongruenter Strecken kann jetzt auf 
folgende Weise in die Sprache unserer Geometrie 
übersetzt werden: 

Gegeben Strahl a mit den Punkten A und B, 
Strahl a’ mit A’, es soll B’ gefunden werden, so 
daß AB=ADB ist. Man halbiert 4 (a,a) und 


1) Reye, S. 9. 
2) Reye, S. 60. 
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fällt von A und B Lote auf die Halbierungslinie, 
die a’ in A” und B” schneiden. Es sei M die Mitte 
von A’A', dann macht man MB'=MPB'". 
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6. Das auf Seite 26 angegebene Verfahren, 
einen Winkel um seinen Scheitelpunkt zu drehen, 
bedeutet folgendes: Gegeben die Strahlen a,b, a 
eines Punktes A, gefunden werden soll ein vierter 
b,so daß 2 (a,b) = A (a,b) wird. 


Man schlägt einen Kreis um A, dera,b,a in P, 
Q, P’ schneidet, halbiert den Bogen PP’ in M und 


macht den Bogen M@ gleich dem PQ, dann ist 
A@ der gesuchte Strahl. 


Kapitel VII. 
Das sphärische Polarsystem. 


Es sei g eine Gerade, « und £ zwei beliebige 
Ebenen durch g; errichtet man dann in « und £ 
auf g in demselben Punkte die Lote Il und 1, und 
verbindet beide durch eine Ebene y, so soll g ein 
Lot auf der Ebene y heißen. Offenbar steht dann 
gs auf jeder Geraden von y senkrecht, die durch 
den Schnittpunkt von 1 und |, geht. 

1. Die Lote einer Geraden in einer Ebene 
schneiden sich in einem Punkte; da sich nun auch 
je zwei Geraden einer Ebene in einem Punkte 
schneiden, so ergibt sich: | 


Alle Lote einer Ebene Zu jedem Bündel « gibt 
schneiden sich in einem | es eine zum Gebüsch ge- 
Punkte und jedes ist gleich | hörige Kugel, die so liegt, 
!/, Gerade. daß sie jede Kugel K von « 
in einem Kreise schneidet, 
' der seinerseits alle Kreise 
vonK, die durch die Bündel- 
punkte von « gehen, senk- 
recht trifft. 

Den Mittelpunkt dieser 
Kugel nennt Reye'!) den Pol 
der Zentrenebene des Bün- 
dels in bezug auf die Potenz- 
kugel des Gebüsches. 


1) Reye, S. 29. 
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2. Es sei « eine Ebene, P der Schnittpunkt 
ihrer Lote. Legt man dann durch P eine beliebige 
Ebene $ und errichtet auf ihr in P das Lot, dann 
schneidet dieses « in einem Punkte Q. Da aber 
jede Verbindungslinie von P mit einem Punkte Q 


von « ein Lot von « und gleich '!/, Gerade sein 
muß, so folgt, daß @ der Schnittpunkt aller Lote 
von ® ist. Also gilt: | 

Jeder Punkt einer Ebene „von zwei Punkten liegt 
ist Lotschnittpunkt für eine | entweder keiner oder jeder 


Ebene durch den Lotschnitt- | in der Polare des anderen. *“') 
punkt der ersten. 


3. Legt man durch eine Gerade g alle Ebenen 
und errichtet in jeder derselben auf der Geraden 
in einem festgehaltenen ihrer Punkte A die Lote, 
so liegen diese in einer Ebene, und die je auf 
ihnen liegenden Lotschnittpunkte bilden einen Kreis 
um A mit dem Radius '/, Gerade, d. h. eine Gerade 
&,. Diese ist der Schnitt aller Ebenen, die in den 
Punkten B, auf g senkrecht stehen. In jeder ist 


!) Hier und im folgenden Reye, 87. 


der Abstand des Punktes B, von g;, gleich !, Ge- 
rade; woraus folgt, daß die Beziehung der Geraden 
g und g, eine gegenseitige ist. Jeder Punkt von 
g, ist nun offenbar nicht nur ein Schnittpunkt der 


Lote von g in einer bestimmten Ebene, sondern 
auch Lotschnittpunkt von einer ganzen Ebene, der 
g angehört. Demnach sind die Geraden g und g, 
nichts anderes als die konjugierten Polaren Reyes. 


Kapitel VIL. 
Die Axiomgruppe V. 


1. (Axiom des Messens.) Es seien A und B 
zwei Punkte einer Geraden, und es sei eine Wahl 
über eine der Strecken AB getroffen. Ihre Punkte 
sollen als Punkte zwischen A und B bezeichnet 
werden. 

Es sei A, ein beliebiger Punkt auf einer Geraden 
zwischen den beliebig gegebenen Punkten A und B; 
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man konstruiere dann die Punkte A,, Az, Ay..., so 
daß A, zwischen A und A,, ferner A, zwischen A, 
und As, ferner A; zwischen A, und A, usw. liegt und 
überdies die Strecken 


PP. 


einander gleich sind, dann gibt es in der Reihe der 
Punkte 4A,, As, A,.... stets einen solchen Punkt An, 
daß B zwischen A und An liegt. | 

Unter Beobachtung einer gewählten Richtung 
gilt das Axiom des Messens auch für Winkel, 
folglich auch in der hier behandelten Geometrie. 

2. (Axiom der Vollständigkeit.) Dre Elemente 
(Punkte, Geraden, Ebenen) der Geometrie bilden ein 
System von Dingen, welches bei Aufrechterhaltung 
sämtlicher genannten Axiome keiner Erweiterung mehr 
fahig st. | 

Das Axiom gilt; denn es entspricht hier jedem 
Euklidischen Punkte, Geraden und Ebene eindeutig 
umkehrbar ein gleichbezeichnetes Element. 


Lebenslauf. 


Ich, Christoph Schwantke, geboren in Prausnitz, 
Kreis Jauer am 5. Juni 1881, Sohn des Pastors Hermann 
Schwantke, evangelischer Konfession und preußischer Staats- 
angehörigkeit, erhielt nach privater Vorbereitung meine 
Schulbildung von Ostern 1895 bis Ostern 1901 auf dem 
Königlichen Gymnasium zu Jauer, das ich mit dem Zeugnis 
der Reife verließ. Ich studierte dann von Ostern 1901 
bis Herbst 1902 in Marburg, von Herbst 1902 bis Ostern 
1904 in Berlin, von Ostern 1904 bis 28. November 1904 in 
Marburg Mathematik und Naturwissenschaften und bestand 
am 7. Juli 1905 in Marburg die Prüfung für das Lehr- 
amt an höheren Schulen. Nach Ableistung des Seminar- 
und Probejahres in Berlin vom Oktober 1905 bis dahin 1907 
trat ich Ostern 1908 als Hilfslehrer: und Oktober 1908 als 
Oberlehrer in den Dienst der Gemeinde Pankow bei Berlin, 
der ich seitdem angehöre. Das Rigorosum bestand ich am 
14. Juli 1909. 
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